Soluzione della prova scritta del 18/4/2011

Esercizio 1

(a) Per dimostrare quanto richiesto, & sufficiente costruire i seguenti alberi.

- [Yh
e=1vVx [¢]3 i @
YV x X X
VE1,.2
X
=13
Y =X
[ < )5 [ & Y5
Y= [V o= [¢ls
[=¢]2 © [—]a (0
1 1
— =171 — =173
) —p
=12 =14
ﬂgp = ﬁ”(b —\’¢) = —\gp
o &
=I5

(pe) = (~p & )

(b) Per dimostrare che I' & inconsistente, verifichiamo che non esiste alcuna
valutazione che soddisfa I'. A tal fine, supponiamo che esista una valuta-
zione V che soddisfa I' e deriviamo un assurdo. Se V soddisfa I', allora
V(=r) =1 e quindi V(r) = 0. Allora, dovendo valere V(r V s) = 1, deve
valere V(s) = 1. Da questo segue che V(p A =q) = 1, perche altrimen-
ti avremmo V(s = p A =q) = 0, contro l'ipotesi che V soddisfa I". Da
Vip A —q) = 1 segue che V(p) = 1 e V(q) = 0. Ma allora avremmo

V(=pV q) =0, una contraddizione.

Sia I" =gef {r Vs,s = pA—q,-r}. Esiste una valutazione che soddisfa I,

data da
V(p):17 V(q):O, V(T):()’ V(S):17

e quindi I ¢ consistente, come richiesto.

(c) Se I' - ¢ allora esiste un albero di derivazione, chiamiamolo con conclusio-
ne ¢ e il cui insieme di premesse € contenuto in I'. Sia 7" un tale albero e
chiamiamo I'7 il suo insieme di premesse, per cui vale I'r C I'. Dall’ipotesi
che I' C TV segue che T' & un albero di derivazione con conclusione ¢ e in-
sieme di premesse contenuto in I/, visto che I'r C I" C IV. Abbiamo quindi
dimostrato che esiste un albero di derivazione con premesse contenute in I

e conclusione ¢, ovvero I'” I ¢, come volevasi dimostrare.



Esercizio 2

(a) Per dimostrare quanto richiesto, si considerino i seguenti alberi.
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(b) Innanzitutto, si verifica che la formula & soddisfatta se e solo se 'ordine
parziale (P, <) soddisfa la seguente proprieta.

(%) Esistono u,v € P per cui esistono wi,ws € P tali che u < w; < v,
U< wy <vVew F ws.

Se consideriamo gli elementi g e b abbiamo che sia g < d < b, g<e<be

d # b, quindi la proprieta (x) & vera, da cui segue che la formula in questione
¢ soddisfatta.

(c) Si vedano le dispense.
Esercizio 3

(a) Definiamo a =q¢f 1 €
g: NxN — N

Verifichiamo per induzione la proprieta richiesta. Per il caso base, dobbiamo
verificare che h(0) = 2°. Ma abbiamo:

h(0)=a=1=2°

Per il passo induttivo dobbiamo dimostrare che, per un generico n € N, se
h(n) = 2" allora h(n+1) = 2"*!. Supponiamo allora h(n) = 2*. Abbiamo:

h(n+1) = g(n,h(n)) =2 -h(n) =2-2" =27+

come volevasi dimostrare.



(b) Si vedano le dispense.

(c) E facile verificare che sia S che N\ S sono ricorsivamente enumerabili, da
cui segue che S ¢ ricorsivo.

Esercizio 4
(a) Si vedano le dispense.

(b) Siosserviche S € P(X)NP(Y)seesolose SC X eSCY, il che vale se
esolose SC XNY, ovvero S € P(X NY).

(c) Sia a un insieme tale che card(a) = k. Vale k < 2" se e solo se esiste una
funzione iniettiva f : @ — P(a), in quanto 2% = P(a). Una funzione f come
quella richiesta puo essere definita ponendo f(x) =gef {z}.



